Teoria prawdopodobienstwa
warunkowego w metrologii

Wspolczesna metrologia w dziedzinie opracowania wyniku pomiaru i teorii wielko$ci
mierzonej siega do korzeni zagadnien zwigzanych z podstawami probabilistyki. Nawigzuje
do historycznych rozwigzan wywodzacych sie z koncepcji prawdopodobienistwa warunko-
wego sformulowanego przez brytyjskiego matematyka i duchownego prezbiterianiskiego
Thomasa Bayesa (1702 - 1761). Teoria prawdopodobienstwa warunkowego bowiem po-
zwala na faczenie informacji o wielko$ci mierzonej pochodzacej spoza pomiaru z dany-
mi pomiarowymi. Wiedza o wielko$ci mierzonej nigdy nie jest kompletna, ale mozna ja
jedynie przyblizy¢ faczac ze sobg informacje réznej natury. Informacje te przedstawiane
sa w postaci funkcji gesto$ci prawdopodobienstwa. Funkcja ta tworzona jest na podstawie
dostepnej informacji (state of knowledge) o wielkosci mierzonej, ktéra nigdy nie jest petna
i kompletna. Dostepna wiedza o niej jedynie charakteryzuje stopien wiary (degree of belief),
ze wielko$¢ mozna wyrazi¢ poprzez rozklad mozliwych dla niej wartosci. Przyjmuje sig, ze
zbidr tych wartos$ci opisuje wielko§¢ mierzong, wyrazang poprzez jego parametry probabi-
listyczne w postaci wartoéci oczekiwanej, odchylenia standardowego i przedziatu rozsze-
rzenia. Warto$¢ oczekiwana jest miarg estymaty wielkosci, a odchylenie standardowe miarg
niepewnosci standardowe;j.

Przyjmuje sie, ze wiedze o wielkosci mierzonej mozna czerpa¢ bezposrednio z pomia-
ru, na podstawie danych pomiarowych oraz spoza pomiaru, na podstawie informacji o pro-
cesie pomiarowym. Na podstawie analizy powyzszej wiedzy powstaja dwa zbiory informa-
cji. Zbior okreslony na podstawie wiedzy o samym pomiarze stanowi informacje pierwotna
(prior information) o wielko$ci mierzonej. Probabilistyczne parametry tego zbioru wyzna-
czane s3 na ogot przed wykonaniem pomiaru. W trakcie pomiaru natomiast pozyskiwane
sg dane, ktore stuza do okreslenia drugiego zbioru, ktérego parametry okreslane sag metoda
statystyczng. Dane te aktualizujg zbior pierwotny tworzgc nowy zbdr wynikowy (posterior
information). Zbior ten takze charakteryzowany jest parametrami probabilistycznymi.

Wyznaczenie zbioru wynikowego opiera si¢ na twierdzeniu Bayesa, ktére mowi, ze
prawdopodobienstwo tego zbioru jest iloczynem prawdopodobienstw zbioru pierwotnego
i zbioru danych. Zasade powyzsza mozna zapisa¢ w ogoélnej postaci
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gdzie jest Y oznacza wielko$¢ mierzong, A oznacza zbiér danych pomiarowych, B ozna-
cza zbioér informacji o wielkos$ci mierzonej, wynikajaca z wiedzy o procesie pomiarowym,
a C jest stalg proporcjonalno$ci. Celem dziatania metrologicznego jest wyznaczenie zbioru
Y | AB. Zapis powyzszy oznacza, ze informacja o wielko$ci mierzonej Y jest warunkowana
danymi pomiarowymi A i wiedzg wcze$niejsza o pomiarze B. Rownanie powyzsze mozna
zapisa¢ w postaci funkgji gestosci prawdopodobienstwa dla wielkosci mierzonej

p.0)=K-g(n)-1(n;1,0)
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gdzie K oznacza stalg proporcjonalnosci, g(#) funkcje gestosci prawdopodobienstwa danych
pomiarowych, I(#; u, o) funkcje wiarygodnosci dotyczaca wiedzy o pomiarze na podstawie
wczesniejszej analizy procesu pomiarowego. Funkcja ta ma okreslone parametry wynika-
jace z posiadanej wiedzy. Na jej podstawie przyjmuje sie warto$¢ oczekiwang u i odchylenie
standardowe 0. Zaklada si¢ rowniez dla tej funkcji rozktad normalny w postaci

)

Dla danych pomiarowych oba parametry estymuje si¢ odpowiednimi statystykami na

podstawie serii obserwacji. Estymatg warto$ci oczekiwanej jest warto$¢ érednia, a estymatg
odchylenia standardowego statystyka bayesianowska postaci

_ -1 ,_
S(y)Bayes = Z—3S(y)

gdzie s(¥) to odchylenie standardowe eksperymentalne $redniej, n to liczba obserwacji.
Nalezy pamietac, ze zaleznos¢ powyzsza ma sens matematyczny, gdy n > 3. Zastosowanie
powyzszej statystyki w miejsce odchylenia standardowego eksperymentalnego $redniej
spowodowane jest przyjeciem zalozenia o normalnosci rozktadu dla danych pomiarowych.
Jak wiadomo z podstaw statystyki matematycznej, zgodnie z wnioskowaniem Williama
Gosseta (1876 — 1937), rozktadem dla $redniej z ograniczonej liczebnie serii obserwacji jest
rozklad zmiennej ¢t zwany rozkladem Studenta (Scisle jest to rozklad ilorazu réznicy tej
s$redniej i warto$ci oczekiwanej populacji danych, o rozkladzie normalnym, w odniesieniu
do odchylenia standardowego eksperymentalnego $redniej). Nalezy doda¢, ze mnoznik we
wzorze powyzej jest rowny odchyleniu standardowemu tego rozkladu o liczbie stopni swo-
bodyv=mn-1.

Przyjecie zalozenia o normalnosci rozkladu ma réwniez dodatkowy aspekt, a mia-
nowicie ten ze parametry rozkladu dla wielko$ci mierzonej sa stalymi, a nie zmiennymi
losowymi jak w podejséciu statystycznym (gdy wielko$¢ mierzong ocenia si¢ tylko na podsta-
wie serii obserwacji). Funkcje gestosci rozkladu zwigzanego z danymi pomiarowymi mozna
zapisa¢ w postaci
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Aby wyznaczy¢ parametry rozkladu wynikowego dla wielko$ci mierzonej, powstale-
go w oparciu o twierdzenie Bayesa, przyjmijmy dla wygody nastepujace oznaczenia: y, = u;
u=oorazy,=y;u,=s(y),, . Uzyskujemy proporcjonalnos¢

o) exp{_ (=) _ (n—yz)z} . exp[—;(12+12]n2 +[y;+y§H
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Poniewaz wzajemne przemnazanie funkcji Gaussa daje w wyniku réwniez funkcje
Gaussa to istnieje taka jej postac, ze
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Prowadzi to do wniosku, iz parametry funkcji wynikowej (posterior function) opisuja-
cej wielko$¢ mierzong powigzane sg zaleznosciami
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gdzie y jest estymatg wielkosci mierzonej a u niepewnoscia standardowa. Mozna te parame-
try zapisa¢ w postaci
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W pomiarach nazywanych poréwnaniami ta sama wielko$¢ mierzona wyznaczana jest
przez wielu uczestnikéw poréwnan. Kazdy z nich moze otrzymac inng wartos¢ estymaty
wielkosci i zwigzanej z nig niepewnosci standardowej. Parametry te mozna traktowac jako
warunkujgce nieznany rozklad prawdopodobienstwa zwigzany z wielkoscig mierzong

M;?fj

i

g(’?|y1>u17"'yN’uN) H\/— exp{—

Powyzsze rownanie ma jedynie sens, gdy kazdej estymatcie wielko$ci mozna przypisac¢
rozklad normalny. Znajdujac proporcjonalno$é
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oraz wiedzac, ze istnieje taka funkcja Gaussa dla ktorej
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Na tej podstawie okresla si¢ parametry wartosci odniesienia dla wynikéw poréwnan mie-
dzylaboratoryjnych
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gdzie y, to estymata wielkosci mierzonej otrzymana w i-tym laboratorium pomiarowym,
a u, to niepewno$¢ standardowa zwigzana z t3 estymatg. Zaleznosci powyzsze stosuje sie
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w praktyce przy ocenie wynikéw pomiaréw poréwnawczych, gdy wielko$¢ mierzong w po-
staci np. wzorca bada si¢ w réznych laboratoriach pragnac uzyska¢ wynik wartosci odnie-
sienia. Wykorzystuje si¢ je przy ocenie wartosci odniesienia w poréwnaniach kluczowych
do oceny realizacji wartosci jednostki miary SI, poprzez wyznaczenie wartosci odniesienia
poréwnan kluczowych. Przyjmuje sie ja jako najblizszg realizacj¢ jednostki miary SI.

Teoria prawdopodobienstwa warunkowego przedstawiona powyzej dobrze sprawdza
sie przy opracowaniu wynikdw poréwnan miedzylaboratoryjnych. Podstawowym, stawia-
nym tu problemem jest pytanie, jaka jest wartos¢ i niepewno$¢ wielkosci mierzonej, gdy
wyniki pomiaru uzyskiwane sg w roéznych laboratoriach pomiarowych, z ktorych kazde
wyznacza jej inng warto$¢ wraz z niepewnoscia. Uzyskiwane wartosci wielko$ci mierzonej
sa w rozsadny sposob usredniane wagowo, a role tych wag petniag niepewnosci pomiaru.

Pawet Fotowicz
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