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Omowiono prezentacje multimedialng dotyczaca niepewnosci pomiaru, przygotowang w ramach projektu
realizowanego w Europejskiej Sieci Metrologicznej MATHMET. Prezentacja w sposéb przystepny przedstawia
metody wyznaczania wspotczynnika rozszerzenia podawanego w swiadectwach wzorcowania. Bedzie uzu-
petnieniem materiatow szkoleniowych zwigzanych z niepewnoscig pomiaru.

A multimedia presentation on the measurement uncertainty, prepared as part of the project implemented in
the European Metrological Network MATHMET, was presented. In a simple way, it presents the methods of
determining the coverage factor given in calibration certificates. It will complement training materials related

to measurement uncertainty.
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Wprowadzenie

W ramach dziatania Europejskiej Sieci Metrologicznej
MATHMET powstata inicjatywa opracowania szkoleri do-
tyczacych niepewnosci pomiaru. Inicjatywa ta nosi nazwe
MU Training (Measurement uncertainty training).
Dziatanie to ma na celu poprawe jakosci, efektywnosci,
a takze szerokiego rozpowszechniania szkolen z zakresu
niepewnosci pomiaru. Wynika z potrzeby lepszego rozu-
mienia zagadnien zwigzanych z opracowaniem wynikéw
pomiarow, zgodnie z przyjetymi rozwigzaniami w metro-
logii. W ramach inicjatywy opracowane zostang nowe ma-
teriaty szkoleniowe, ktore beda udostepnione na stronie
internetowej MATHMET. Nowy materiat bedzie zawierat
przeglad istniejgcych kursow, oprogramowania i przykta-
dow dotyczacych obliczania niepewnosci pomiaru. Bedzie
adresowany do szerokiego kregu odbiorcow, praktykow
metrologii, w sSrodowisku przemystowym, jak i akademic-
kim. Powstang materiaty w formie wideo wyjasniajace po-
trzebe i trudnosci przy ocenie niepewnosci pomiaru.
Otworzy sie w ten sposob szansa na stworzenie podstaw
dla nowych kursow szkoleniowych z tego zakresu.
Zwiekszy sie w ten sposdb dostepnosé wiedzy w tym za-
kresie dla licznych grup odbiorcow, pracownikéw labora-
toridw, studentow czy badaczy. Przyczyni sie tez do roz-
woju dobrych praktyk metrologicznych, tworzac materiaty
szkoleniowe, na poziomie poczatkujgcym

i zaawansowanym, pomocne dla oséb prowadzacych szko-
lenia dotyczace problematyki niepewnosci pomiaru w in-
stytucjach metrologicznych i na uczelniach. Dziatanie to
zwiekszy zrozumienie dla tematyki niepewnosci pomiaru,
atym samym przyczynisie do zwiekszenia wiarygodnosci
pomiaréow wykonywanych na poziomach od przemysto-
wego do naukowego.

Dziatania GUM w projekcie MU Training
Gtéwny Urzad Miar (GUM), obok innych krajowych

instytucji metrologicznych, takich jak PTB (Niemcy) - ko-
ordynator projektu, NPL (Wielka Brytania), LNE (Francja),
INRIM (Wtochy), CEM (Hiszpania), METAS (Szwajcaria),
SMD (Belgia), IPQ (Portugalia) czy IMBiH (Bosnia
i Hercegowina), bierze udziat w tym projekcie. W ramach
jego realizacjiw GUM opracowano prezentacje multime-
dialng natemat wyznaczaniawspétczynnikarozszerzenia.
Prezentacja dotyczy sposobdw jego obliczania i uswiado-
mienia metrologom istnienie takiej potrzeby przy opraco-
wywaniu wyniku pomiaru. Tak sie sktada, ze metody wy-
znaczania wspotczynnika rozszerzenia byty juz opracowa-
new GUM w przesztosci i zostaty opublikowane w krajo-
wych i miedzynarodowych czasopismach zwigzanych
z metrologia [1-6]. Ponizej przedstawiono krotkiich opis.
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Metody wyznaczania wspétczynnika
rozszerzenia opracowane w GUM

Metody wyznaczania wspotczynnika rozszerzenia opie-
raja sie na zatozeniu, ze rozktadem wielkosci wyjsciowej
jest rozktad ptasko-normalny, ktory jest splotem rozktadu
prostokatnego z rozktadem normalnym. Rozktad ten jest
bardzo efektywnym przyblizeniem wielokrotnego splotu
rozktadow takichjak rozktady normalny, prostokatny, troj-
katny czy trapezowy, ktére na ogdt przypisuje sie wielko-
sciom wejsciowym. Metody polegaja na wyznaczeniu pa-
rametru nazywanego ilorazem niepewnosci, ktéry okresla
ilosciowa relacje udziatu u;(y) najwiekszej sktadowej o roz-
ktadzie prostokatnym w budzecie niepewnosci do skumu-
lowanego udziatu pozostatych sktadowych:

ol
e G

ul (v)-u’(y)
gdzie u(y) to niepewnos¢ standardowa ztozona.

Wspbtczynnik rozszerzenia mozna wyznaczyc¢ bezpo-
srednio z rozktadu ptasko-normalnego lub posrednio po-
przez przyblizenie go znanymi rozktadami: normalnym,
trapezowym i prostokatnym. W obu wypadkach jest on
rowny kwantylom tych rozktadéw dla okreslonego praw-
dopodobienstwa rozszerzenia, na ogdt 95 %.

W pierwszym sposobie wspodtczynnik rozszerzeniakdla
prawdopodobienstwa p = 95 %, dla okreslonej wartosci
ilorazu niepewnoscir,, jest wyznaczany na podstawie war-
tosci podanych w tab. 1:

k = kp[\] (2)

W alternatywnej metodzie postepowania wspotczynnik
rozszerzeniawyznaczasie poprzez przyblizenie przy uzy-
ciu rozktadéw normalnego, prostokatnego
i trapezowego:

k=kydlaO<n<1
k=krdlal<n<10 (3)
k=kp dlar,> 10
gdzie:

ky - wspotczynnik rozszerzenia dla rozktadu
normalnego

kt - wspotczynnik rozszerzenia dla rozktadu
trapezowego

ke — wspotczynnik rozszerzenia dla rozktadu
prostokatnego

k= rf3+ 1 (1 +r,=24r,(1 —p)) (4)

kp :\EP (5)
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Potrzeba wyznaczania wspdtczynnika
rozszerzenia

Wspodtczynnik rozszerzenia podawany jest obligatoryj-
nie w $wiadectwach wzorcowania wystawianych przez
laboratoria wzorcujace. Dlatego powinien byc¢ rzetelnie
oszacowany. Niestety, czesto jego wartosc jest zaokragla-
na do liczby 2. Takie zaokraglenie jednak moze prowadzic¢
do znacznej niescistosci. Otéz, gdyby rozktadem zwiaza-
nym z wynikiem pomiaru byt rozktad prostokatny (co nie
jest rzadkim przypadkiem, gdy dominujaca sktadowa jest
rozdzielczos¢ przyrzadu pomiarowego), to wartosé wspot-
czynnika rozszerzenia, obliczona na podstawie réwnania
(5) dla prawdopodobienstwa 95 %, wynosi k = 1,65.
Natomiast nieprzekraczalne granice przedziatu rozszerze-
nia wynoszg +1,73, co odpowiada 100 % przedziatowi.
Zatem przyjecie zaokraglenia wspotczynnikarozszerzenia
do k =2 oznaczatoby 115 % przedziat rozszerzenia, a nie
95 % przedziat, jak de facto informuje o tym Swiadectwo
wzorcowania. Aby unikngc tej niescistosci nalezy podawac
wspotczynnik rozszerzenia z dwoma cyframi
dziesietnymi.

Tresé prezentacji multimedialnej

Prezentacjanosi tytut "The coverage factor k explained
—fromutoU" (rys. 1) isktadasie z trzech czesci. Pierwsza
stanowi wprowadzenie, druga przedstawienie problemu,
atrzeciazawiera potencjalne rozwigzania wskazujace pre-
cyzyjnie wartosci wspotczynnika rozszerzenia. Prezentacja
wyjasnia, ze jest to wspotczynnik bezwymiarowy stano-
wigcy wspotczynnik proporcjonalnosci miedzy niepewno-
$cig rozszerzong a niepewnoscia standardowag, odpowia-
dajacy prawdopodobienstwu rownemu 0,95, zazwyczaj
podawany z doktadnosciag do dwdch cyfr dziesietnych
(rys.2).

Prezentacja zwraca uwage, ze w praktyce pomiarowe;j
stosuje sie tabele budzetu niepewnosci, ktérej konstrukcja
wynika z prawa propagacji niepewnosci, dotyczacego jed-
nowymiarowej wyjsciowejzmiennejlosowej, bedacej funk-
cja wielu zmiennych przyblizonej przez pierwsze wyrazy
szeregu Taylora, ktorych wagi stanowia wspotczynniki
wrazliwosci. W rezultacie otrzymuje sie sume wazong nie-
skorelowanych zmiennych stanowigcych splot funkcji ge-
stosci. W przestrzenifurierowskiej otrzymanej z transfor-
maty Fouriera otrzymuje sie iloczyn funkcji charaktery-
stycznych, ktére w rozwinieciu z uzyciem kumulantéw, to
jest logarytméw funkgji charakterystycznych, prowadza
do funkgji wariancji bedacej suma wazona wariancji po-
szczegoblnych rozktadow, a wagami sa kwadraty odpowied-
nich wspoétczynnikéw wrazliwosci. Wtasnie tak skonstru-
owana suma, stanowiaca niepewnos¢ standardowa ztozo-
na, stanowi prawo propagacji niepewnosci i jednoczesnie
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Tab. 1. Wartosci wspotczynnika rozszerzenia kpy dla prawdopodobienstwa 95 % przy granicznych wartosciach ilorazu
udziatu niepewnoscir,

Ken r, do wartosci Ken r,do wartosci Ken r, do wartosci
1,96 0,5090 1,85 1,6410 1,74 3,1930
1,95 0,6985 1,84 1,7380 1,73 3,4410
1,94 0,8240 1,83 1,8390 1,72 3,7300
1,93 0,9280 1,82 1,9460 1,71 4,0740
1,92 1,0220 1,81 2,0600 1,70 44925
1,91 1,1110 1,80 2,1820 1,69 5,0235
1,90 1,1980 1,79 2,3135 1,68 5,7350
1,89 1,2840 1,78 2,4560 1,67 6,7760
1,88 1,3700 1,77 2,6120 1,66 8,5975
1,87 1,4580 1,76 2,7845 1,65 e
1,86 1,5480 1,75 2,9765

g I Introduction MU

MU
The coverage factor &

k — coverage factor

explained — from u to U

This short video aims to explain the concept of factor k

Il emeovat

B Rys. 1. Slajd tytutowy prezentadji

jest niepewnoscig standardowg rozktadu wyjsciowego
(rys. 3).

Przedziat rozszerzenia dla wypadkowego rozktadu wy-
maga precyzyjnej wartosci wspdtczynnika rozszerzenia.
Dla dowolnego rozktadu gestosci prawdopodobienstwa,
w ogolnosci niesymetrycznego i multimodalnego, ciggty
obszar prawdopodobienstwa p wyznacza przedziat roz-
szerzenia znajdujacy sie miedzy dolng i gérng wartoscia.
Dla symetrycznego rozktadu jest to przedziat wokot war-
tosci oczekiwanej o szerokosci dwukrotnej niepewnosci
rozszerzonej (rys. 4). Identyczny przedziat rozszerzenia
jest wyznaczany dla dystrybuanty. Ta funkcja jest jedno-
znacznie okreslona i dlatego istnieje dla niej funkcja od-
wrotna i z tego wtasnie powodu znalazta zastosowanie
przy generacji probek losowych w metodzie Monte Carlo.

W prezentacji zasygnalizowany jest problem, jaki sie
pojawia podczas bardzo uproszczonego podejscia zwiaza-
nego z zastosowaniem wspotczynnika rozszerzenia row-
nego dwa. Dla dowolnego rozktadu gestosci prawdopodo-
bienstwa, ktéry jest symetryczny, ciggty obszar z prawdo-
podobienstwem p réwnym 0,95 wyznacza rowne wartosci

CQ Trainint
k — coverage factor

whose values for coverage probability p= 0,95 are
usually expressed with two decimal digits.

This is the factor of proportionality between
standard uncertainty and expanded uncertainty.

U=k-u
B Rys. 2. Wyjasnianie problemu

pozostatych dwdch obszaréw o prawdopodobienstwie
0,025 kazdy. Dla rozktadu normalnego, w szczegdélnosci
takze znormalizowanego, wartosci dystrybuanty dla prze-
dziatu rozszerzenia zmieniaja sie od 0,025 do 0,975
(rys.5).Dlarozktadu normalnego znane sa funkcje gestosci
prawdopodobienstwa i dystrybuant. Dzieki temu mozna
wyznaczy¢ wspotczynnik rozszerzenia dla rozktadu nor-
malnego, ktéry wynosiw przyblizeniu dwa. Jesli rozktadem
wypadkowym nie jest rozktad normalny, a np. rozktad tra-
pezowy, to wyznaczony analitycznie wspdtczynnik rozsze-
rzenia zalezny jest od parametru beta okreslajacego sto-
sunek podstaw trapezu tworzacego funkcje gestosci.
Wodwczas parametr beta zmienia sie od zera do jeden, co
odpowiada rozktadom od tréjkatnego do prostokatnego,
a wspoétczynnik rozszerzenia zmienia sie w przedziale od
1,9 do 1,65 (rys. 6).

Analizujac wypadkowy rozktad prostokatny jedno-
znacznie nalezy stwierdzi¢, ze wartosc dwa prowadzi do
przeszacowania przedziatu rozszerzenia (rys. 7). Oznacza
to, ze przedziat zawiera miejsca, w ktorych nie wystepuja
zadne wartosci liczbowe. Przyjecie wspotczynnika k
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L Introduction

The law of propagation of uncertainty LPU JCGM 100

The magnitude of this factor k depending on the cumulative probability density
distribution for which the estimated standard deviation is the standard uncertainty
resultant from the law of uncertainty propagation used for a calculation of the
uncertainty budget.

One-dimensional output measurement function
y=F(X) where X =[Xy,...,X;, .. X,]T i=1,..,n
From Taylor series with first partial derivatives:
¥y = F(Xo) + 14Xy + -+ c;AX; + - + c, A%,

e . aF eainin
where sensitivity coefficients ¢; = o {Teanin
i

B Rys. 3. Prawo propagacji niepewnosci

I1. The problem 1 |
Normal (Gaussian) distribution N(0, 1)
9() PDF | L
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1
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B Rys. 5. Wspotczynnik rozszerzenia dla rozktadu normalnego

rownego 2 prowadzi do btednego oszacowania przedziatu
rozszerzenia. Z centralnego twierdzenia granicznego wy-
nika, ze uzyskanie rozktadu wypadkowego, jako rozktadu
normalnego, wymaga tych samych niepewnosci standar-
dowychdlaidentycznych rozktadéw czastkowych. W prze-
ciwnym przypadku wspotczynnik k nie moze byc estymo-
wany przez liczbe dwa.

Z koleidlarozktadow asymetrycznych centralne twier-
dzenie graniczne wymaga duzej liczby rozktaddw.
Wykonanie za pomoca metody Monte Carlo wielu symu-
lacji prowadzi do uzyskania rozktadu prawie symetryczne-
g0, ktéry upodabnia sie do rozktadu normalnego. Niemniej
w typowym budzecie niepewnosci zwykle nie wystepuja
tak licznie (powyzej dziesieciu) rozktady czastkowe. Zatem
problem w przyjeciu wspotczynnika rozszerzenia na po-
ziomie dwa dla rozktadu wypadkowego polega na ograni-
czeniu stosowania powyzszego twierdzenia dla rozktadow
o tej samej wariancji czy tez niepewnosci standardowe;j,
a w przypadku wystepowania czgstkowych rozktadow
asymetrycznych uwzglednieniaich duzejliczby, np.n= 100
(rys. 8).

W czesci ostatniej prezentacja proponuje trzy rozwia-
zania. Zastosowanie przyblizenia do rozktadem
ptasko-normalnym (rys. 9), dla ktérego wyznaczono tablice
wspotczynnikow rozszerzenia (rys. 10) lub przyblizenie
wspotczynnikami jak dla rozktadéw normalnego, tra-
pezowego i prostokatnego (rys. 12), przy uzyciu ilorazu
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IL. The problem  Symmetric depsity distribution MU
P
u-ku | d
f g)dy : 9()dy
=% _ 0025 : =0,025
|
|
1

w+k-u

B Rys. 4. Wspotczynnik rozszerzenia dla rozktadu symetrycznego
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B Rys. 6. Wspotczynnik rozszerzenia dla rozktadu trapezowego

niepewnosci (rys. 11). Drugim sposobem jest wyznaczenie
wypadkowej liczby stopni swobody i skorzystanie z tabeli
wspoétczynnika rozszerzenia dla rozktadu t-Studenta.
Najdoktadniejsza metode stanowi metoda numeryczna
Monte Carlo, stosowana w tatwy sposéb w srodowisku
statystycznym, np. MATLAB (rys. 13). W wiekszosci takich
srodowisk wystepuja dedykowane funkcje biblioteczne,
odwrdéconej dystrybuanty numerycznej, w celu generacji
okreslonych rozktadow. W ten sposdb bardzo tatwo mozna
wyznaczy¢ wspodtczynnik rozszerzenia.

W podsumowaniu prezentacji zaprezentowano metode
szacowania niepewnosci wynikajaca z Przewodnika [7]
opartg na prawie propagacji niepewnoscioraz zastosowa-
niuwspotczynnika rozszerzenia dla rozktadu wypadkowe-
go. Idea ta jest poprawna, lecz wymaga doktadnej analizy
sktadowych w budzecie niepewnosci w celu dobrania od-
powiedniego wspotczynnika rozszerzenia. Ze wzgledu na
niespetnienie warunkow centralnego twierdzenia granicz-
nego, tj. tych samych wariancji rozktadow z uwzglednie-
niem wspotczynnikdw wrazliwosci oraz matej ilosci skta-
dowych, w przypadku rozktadéw asymetrycznych, nie jest
poprawnym zastosowanie wspotczynnika rozszerzenia
rownego liczbie dwa. Dla rozktadéw typu trapezowego
wspotczynnik ten jest mniejszy od dwdch. Z kolei dla nie-
wielkiej liczby pomiardw, mniejszej niz trzydziesci, wartosci
wspotczynnika rozszerzenia dla wypadkowej liczby stopni
swobody sa wieksze od dwoch. Najdoktadniejsza metoda
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IL. The problem
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B Rys. 7. Przeszacowanie wspotczynnika rozszerzenia

III. The solution Flatten-Gaussian distribution
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Rys. 9. Funkcje gestosci prawdopodobienstwa rozktadu
ptasko-normalnego
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Uncertainty ratio
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B Rys. 11. lloraz niepewnosci

II1. The solution Monte Carlo Method JCGMI101
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Rys. 13. Wspotczynnik rozszerzenia dla rozktadow
generowanych metoda Monte Carlo

IL. The problem Monte Carlo Method JCGM101

y ic distribution
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Rys. 8. Wspotczynnik rozszerzenia dla rozktadow
asymetrycznych

II1. The solution . e e
Flatten-Gaussian distribution 5 U
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97
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Rys. 10. Wspotczynnik rozszerzenia dla rozktadu ptasko-
normalnego

I11. The solution with the use of normal, trapezoidal and
rectangular distributions

Evaluation of coverage factor

Uncertainty ratio Coverage factor
0<r,<1 k=ky
1<r,<10 k= kr

r,>10 k= kg

ky =2 coverage factor for normal distribution

*EM 5 1,65< kr < 1,9 coverage factor for trapezoidal distribution
Trainint

kg =1,65 coverage factor for rectangular distribution

Rys. 12. Przyblizenie rozktadami normalnym, trapezowym

i prostokatnym
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Bl Rys. 14. Slajd konczacy prezentacje
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w celuwyznaczenia przedziatu rozszerzenia, a tym samym
wspotczynnika rozszerzenia jest metoda Monte Carlo za-
stosowana w statystycznych <$rodowiskach
programistycznych.

Podsumowanie

Prezentacja multimedialna opracowanaw GUM sktada
sie z 30 slajdow i przedstawia podejscia stosowane przy
wyznaczaniu wspotczynnika rozszerzeniaw procedurach
obliczania niepewnosci pomiaru. Zwraca uwage na ko-
niecznosc precyzyjnego okreslania tego wspdtczynnika
w celu unikania przeszacowania jego wartosci. Prezentacja
zostata opracowana w atrakcyjny animacyjnie sposob ze
stownym komentarzem w jezyku polskim i angielskim.
Odwotuije sie rozwigzan wynikajgcych z tresci dokumen-
tow zrédtowych [7-9]. Moze by¢ pomocna dla lepszego
zrozumienia zagadnien objetych tematyka kurséw szkole-
niowych z zakresu niepewnosci pomiaru i je
uzupetniajacych.
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